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Ecuaciones no lineales f(x)=0

Ejemplo del problema. ..
Hay un tubo con el agua. Si el agua fluye desde el 1 —

extremo del tubo 1 al extremo 2, la presion en el
extremo 1 es mayor que la presién en el extremo 2 (H,>H,) .

Hay dos tipos de pérdidas de presion en la tuberia: pérdidas por la friccion del
agua y las peérdidas menores debidos a la heterogeneidad de la tuberia
(diafragmas, codos, etc).

En general, la relacion entre pérdidas y el flujo se puede escribir como
H,—H,=RQ"”+mQ* o H,—H,-RQ'"®-mQ°=0

Conocemos los valores del coeficiente de pérdidas por friccion R, el
coeficiente de pérdidas menores m vy los valores de las presiones en los
extremos de las tuberias H, y H, . Queremos encontrar un flujo en la tuberia

de Q . Esta problema no tiene solucion analitica.
1/2

Hl_H2
R+ m

Estimacion inicial. El flujo en la tuberia sera mayor que Q=

1/1.85

H1_H2
R+m

menor de Q=




Solucion de ecuaciones no lineales f(x)=0
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Suponga que f(x) es una funcién

“continua. Valor r por el que f(r)=0

se llama raiz de la ecuacién f (x)=0 .
Ademas, decimos que r es un cero de la
funcién f(x) .

Para encontrar los ceros de la funcion se
usan los meétodos iterativos, esto es,
metodos que partiendo de un punto inicial,
generan una sucesion de puntos que deben
converger al cero de la funcion.

Una buena idea es visualizar las
funciones, los ceros de la que estamos
buscando.

Por ejemplo la funciéon y=2x’+5x-3
tiene dos ceros en puntos Xx=-3 'y
x=0.5

Si la funcion tiene una raiz en r , los valores de funcion a izquierda y a derecha

de este punto debe tener signos opuestos.



Metodo de biseccion (de Bolzano)

Si f(x)eCla,,b,] con f(a,) f(b,)<0 , entonces existe re€la,,b,], tal que,
f (r)=0 (f(x) corta al eje OX en el punto (r, 0)).
(a.f(a)) (a. f(a))

(c, f(c))

(b, f(b))

Dividimos el intervalo [a,,b,] en dos iguales con un punto c,=
puede suceder tres casos:

1. f(c,)=0 entonces r=c,

2. f(a,)f(cy)<0 laraiz estd en el intervalo [a,,b,] donde a,=a, y b,=c,,

3. flc,)f(by)<0 laraiz estd en el intervalo [a,,b,] donde a,=c, y b,=b,



Metodo de biseccion (de Bolzano)

Nuevo intervalo |d,,b,] es doble menos que intervalo la,,b,]

a,+b,
Sea ahora c¢,=
. ak+bk .’
Continuando con este proceso se toma c,= : generando una sucesion de
intervalos |a,,b,], la,,b.], ..., la,,b,] , donde cada nuevo intervalo
1
[ak’bk]zz[ak—l’bk—l] :

Criterio de parada. El proceso se termina cuando longitud de intervalo va menor que
la tolerancia requerida [b,—a,]<tol .



Metodo de Falsa Posicion (Regula Falsi)

Una mejor aproximacion se obtiene si encontramos el punto (¢, 0) donde la
linea secante L que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) cruza el eje OX.

La pendiente de la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) es

_f(b)=f(a)
M=y —a
Si usamos puntos (c, f(c)) y (b, f(b)), la pendiente es m= f[(jb_> ; >

(a, f(a))




Metodo de Falsa Posicion (Regula Falsi)

(a, f(a)) (a, f(a))

(¢, f(c))

Y=J1%)
(b, (D)) (b, f(b))

Al igual que para el método de biseccion se tienen tres posibilidades:
1. f(c)=0 entonces c es un cero de f(x)

2. f(a)f(c)<0 entonces hay un cero de f(x) en [a, c].

3. f(c)f(b)<0 entonces hay un cero de f(x) en [c, b].

Lo anterior sugiere un proceso iterativo que se concreta tomando
f(b,)(b,—a,)

f(by)=f(ay)

C,=b,—



Metodo de Falsa Posicion (Regula Falsi)

El criterio de terminacion utilizado en el método de biseccion no es util para
el método de falsa posicion y puede resultar en un bucle infinito.

La proximidad de las iteraciones consecutivas |Xx:1-Xx|<tol y el valor de
If(cn)|<tol ambos se utilizan como el criterio de terminacion.



Meétodo de Newton

En la busqueda de los ceros de una funcion uno de los método mas atractivos
debido a su rapida convergencia, ya que en general es cuadratica, es el de
Newton.

Una ecuacion que relaciona P; y P, (funcion iterativo) se puede encontrar si
anotamos dos versiones para la pendiente de la recta tangente:

m:O—f(pO) que es la
P17 Py

pendiente de la recta que

pasa por (p;,0) 'y

(po: f<p0)> > Y

m=f'(p,) que es la
pendiente en el punto

.. X (po: f<p0)>

' _O_f(po) =>
f(po)— P.— Pq

_ f (po)
P1= Py

f'(p0>



Meétodo de Newton

Sea f(x)eC"™'[a,b], una funciéon n+1 veces diferenciable en intervalo
[a,b] ysea x,€la,b] .

Entonces la funcién f en el punto x€[a,b] cerca de X, puede ser escrita
como serie infinito de Taylor

=1 () (xxp LI PG00,

Utilizamos solamente los términos lineales. Esto se conoce como una
aproximacion lineal.

f(x)~f(x0)+f (%) (x=x,)

Buscamos cero de funcion f(x)=0 , entonces

0=F(x0)+f"(x,)(x—x,) => ><=><o—M 0 Xk“:"k_zf'(();kk))

f '(Xo)
Dado que f(x) = 0, es facil ver que g(p) = p (punto fijo).

La iteracion de Newton-Raphson para encontrar la raiz de la ecuacion f(x) = 0

f(x)
fr(x)

se logra encontrar un punto fijo de la funcién g(x)=x—



Meétodo de Newton. Debilidades

Division por cero

_ f(Xk) . ,( )—O
X"”_x"_f'(x ) Cuando derivada [ '(x,)=
k
Ciclismo Oscilacion
y

Po

e

—-10 ¢t

~15

—-20

95

y = arctan(x)



Metodo de la Secante

El método de la secante es casi tan rapido como el de Newton, pero no
requiere calculo de derivada f'(x). Este método requiere dos
aproximaciones iniciales p, y pP;. Asi como en el método de Falsa
Posicion para encontrar el punto de la siguiente aproximacion utilizamos dos
versiones de pendiente de la secante.

f<p1)_f<po) m:O_ f(p1> —s O_f<p1) f(p1>_ f(po)

- P1— Po y P>~ Dy - P>~ Py - P1— Py -
y
4 p,=p,— f(p.)(pi—po) -
2T f(p)-fpy) =7

_ _f(pk)<pk_pk—1)
P = P o = F(pe )




Tazas de convergencia de los métodos

Metodo Consideraciones  Relacion entre los errores de los
especiales términos sucesivos

Biseccion Eyxn ~ VaFx

Regula falsi Ex+1 ® a Ex

Secante Multiples raices Ex+ ~ a Ex

Newton-Raphson = Muiltiples raices Ex+ ~ a Ex

Secante Simple raiz B~ a B

Newton-Raphson  Simple raiz Ei1 ® a Ey’

Newton-Raphson = Multiples raices Ewi~aEy’

acelerado
* A es un coeficiente de convergencia
Suponga que f(x) y sus derivados f'(x), . . ., f*’(x) son definidas y continuas

en un intervalo de cerca de x = p. Decimos que f(x) = O tiene un raiz de orden
M en x = p siy solo si

f(p)=0, f'(p)=0,..., f¥V(p)=0,y f™(p)=0.
Ejemplo f(x)=x"-3x+2=(x+2)(x-1)* . Que raises tiene?



Sistemas de ecuaciones no lineales. Meéetodo de Newton

Caso 1D. Los términos lineales de serie de Taylor
f(X)Nf(XO)+f'(XO)(X—XO)

Buscamos cero de funcion f (x)=0 , entonces

) SV (£ I A €]
0=f(xp)+ [ (xo)(x—x%,) => x=x, f'(x,) O T ™ fr(x)

Caso multidimensional.

Vector Funcion vectorial

X
1 F(X,,Xy, ., Xy)
x=| "2 F=|F,(x,,x Xy)
2 1229 N
XN FN(XI’XZ’”"XN)
Cerca de x, cada una de las funciones F; puede ser desarrollada en serie de

Taylor (mostramos solo términos lineales) F;(x+8x)~F,( +Z 6x i (D)

o en forma vectorial es F(x+8x)~F(x)+J-§x



Sistemas de ecuaciones no lineales. Meéetodo de Newton
OF,
axj )

Los elementos de matriz Jacobiana J son J;=

F1<X1:X2>
F2<X1:X2)

X
Por ejemplo para caso 2D, cuando X=|_'| y F= , los términos

Xy

lineales de series de Taylor de funciones son

aF15x +aF15x

ox, ' 0x, ° Y
6F25X+6F2
ox,

F,(x+6x)~F,(x)+

F,(x+6x)~F,(x)+ 5x

ox, °°
OF, OF,
0x, 0Xx,
0F, oF,
0ox, 0Xx,
Buscamos cero de funciéon F(x+§x)=0 , entonces J(x,) 6x,=-F(x,)

Este sistema lineal puede ser solucionada con factorizacion LU para obtener
correcciones OX.
Nuevo aproximacion es X;.;=X,+0 X,

la matriz Jacobiana es J=




Sistemas de ecuaciones no lineales. Meéetodo de Newton

Dado F:R"—R" continuamente diferenciable y aproximacioén inicial x,€R"

ALGORITMO
Para k=0,1,2,..., hasta converger HF(xk)HStol

1. Evaluar la funcion F(xx)
2. Evaluar el Jacobiana J(xx)
3. Resuelva el sistema lineal J(x,):6x,=-F(x,) para 6%, .

4. Calcule el siguiente punto: X=X, +0X,

Ejemplo. Con el meétodo de Newton encontrar las raices del sistema
ecuaciones no lineales

0=x’-2x-y+0.5
0=x"+4y° -4

con la aproximacion inicial (2.00, 0.25). Comparar los resultados con los
resultados presentados en la tabla de la pagina siguiente.



Sistemas de ecuaciones no lineales. Método de Newton.
Ejemplo.

Hay dos puntos de solucion y que se encuentran en la vecindad de (-0.2, 1.0) y
(1.9, 0.3).



Sistemas de ecuaciones no lineales. Método de Newton.
Ejemplo.

2
X —2x—y+0.5 _|2x-2 -1
F(X:y): 2 g/ J(X’y)_ 2 8 ]
X+ 4y -4 X Y
Solution of the linear system
Py J(P)AP = —F(Py) Py + AP
2.00] 20 —1.0][-0.09375] _ 0.25 1.90625
0.25 4.0 20]| 0.0625 | ~10.25 0.3125
1.90625 1.8125 —1.0][—0.005559] _ [0.008789 [1.900691 |
0.3125 | 3.8125 2.5][—0.001287 |  |0.024414 | 10.311213 ]
1.900691 1.801381 —1.000000] [—-0.000014] _ [0.000031 | [1.900677 |
0.311213 3.801381 2.489700| [ 0.000006| | 0.000038 | 10.311219 ]




Preguntas de autoevaluacion.

Que es ecuacion no lineales. Que significa resolver ecuacion no lineal?
Meétodo de biseccion de Bolzano. Criterio de parada

Meétodo de Falsa Posicion o (Regula Falsi). Criterio de parada

Metodo de Newton. Idea. Serie de Taylor. Linealizacion.

Meétodo de Newton. Debilidades.

Método de la Secante.

Tazas de convergencia de los metodos

Solucion de sistemas de ecuaciones no lineales con el método de Newton
multidimensional.
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